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Figure 1: Severino Di Giovanni, el autor de este apunte. Un anarquista liber-
tario, muri6 luchando por la libertad. Como €I, otros miles han muerto para que
nosotros gocemos de los derechos que tenemos. No te dejes enganar por los tristes
pregoneros del egoismo. Amad a tu préjimo y no olvides que si sus derechos se

vulneran, los tuyos también. Ayud4 a tu compaiiero de estudio, defendé tu univer-
sidad.
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1 Practico 3: Recursion, predominios y dominios,
etc.

(1) Decidir si los siguientes drdenes parciales son predominios o dominios.
(a) <intexp> con el orden discreto
(b) <intexp> +— B
(¢) B > <intexp>.

(a) En el orden discreto, ningtin par de elementos es comparable y por lo tanto
toda cadena es no interesante. .. Toda cadena tiene un supremo. Pero < intexp >
bajo dicho orden carece de minimo. .". Es predominio y no es dominio.

(b) By ={0,1, L} es llano y por lo tanto es predominio, porque toda cadena
es no interesante. Tiene minimo L y por ende estambién dominio.

(c) Puesto que <intexp> es predominio, B, +— <intexp> es predominio.



(4) Calcular el supremo de los siguientes conjuntos.

(a) A:={neN:niseven} C N
El conjunto ni siquiera tiene cota superior.
(b) A:={neN:niseven} C N,
oo es la tnica cota superior de A. .. oo es supremo de .A.
(c) A:={neN:nisprime} C N®
Mismo razonamiento que (b).
(d)y A={V,F} CB,
El conjunto no tiene cota superior porque B es el orden llano.

(e) F:={f, :neN} C (N N,) where

fn<x>={1 x|

1 otherwise

Para todo k € N fi(n) < 1. Por lo tanto la funcién que es constantemente 1,
Cy, es cota superior de F. Sea g € N — N, otra cota superior de F. Como

1 es el menor natural, g < C; <= g = L. Pero esto contradiria que g es
cota superior.

.. Cy es la menor cota superior (el supremo).

(f*) F={fu:neN} C (N~ N,) where

f(x):{x lx — 10| <In(n+1)

1 otherwise

Dado xo € N, como In(n + 1) — oo cuando n — oo, siempre podremos
encontrar un ng tal que

Jno(x0) = X0 # L

En otras palabras, para todo xg, existe algtn indice en que la funcién evaluada
en xo no es L. Por ende, es razonable proponer



|_| fn(x) = INHNJ_

neN

donde [s es la funcién identidad del conjunto S.

Es facil demostrar por casos que f; < I. Tomemos g € N — N, una cota
superior de F y probemos que In_n, < g.

Sea xp € N fijo. Observemos que
Ixo— 10| < In(n+1) & X 101 <y

Tomemos kg := e!*~1% y veamos que

|xo — 10| < In (e|x0—10| + 1) e elM010l < plxo=101 g

Entonces, como |xg — 10| < In(ko + 1) < In([ko] + 1),y [ko] € N, tenemos
garantizado que
Jrko1(X0) = X0

Pero entonces, por ser g cota superior de la cadena,

Frko1 < &(x0) < Insiv (x0)

Pero entonces tenemos xg < g(xo) < xo.
g = IN»—»NO-
UiEN‘F = INHNO-



(6) Caracterizar todas las funciones continuas en los siguientes conjuntos.

(a)BJ_HBJ_.

Toda funcién continua debe ser mondtona, asi que podemos empezar pre-
guntando qué funciones son monétonas.

Proposicién. Si f(L) = L, entonces f es mondtona.

Demostracion. Dados a,b € B1, a < b si y solosia = L. Por lo

tanto, si f(L) = L, entonces f(L) < b paratodo b € BL. En particular,
f(L) < f(b) paratodo b € B, .

Proposicion. Si f(L1) # L, entonces f es monétona si y solo si f es
constante.

Demostracion. Supongamos que f(L) # L y que f es monétona. Sea
b € {0,1} fijo pero arbitrario. Dado que L < b, se requiere f(Ll) <
f(b) = f(L) = f(b). Ahora sea b el complemento de b, es decir, b€ =
sib=0yb°=0sib =1 El mismo razonamiento que dimos para b
demuestra que se requiere f(L) = f(b€). .. f(L) = f(b) = f(b°).

Dadoque {f: f(L)=_L}U{f: f(L) # L} esunaparticionde BL > B,
y{f: f(L) # L} puede dividirse en funciones constantes y no constantes,

BB, ={f: f(1)=1}
U{Cy : k # 1}
U{f : f no constante, f(L) # L}

y el conjunto de estos conjuntos es una particién del espacio de funciones
que estudiamos. En particular, los dos primeros conjuntos son las funciones
monotonas.

Preguntamos: ;cudles de estas son continuas? Pero ya hemos afirmado que,
dado que B, es finito, todas sus cadenas son poco interesantes. Y dado
que las funciones monétonas preservan cadenas, toda funcién mondétona es
continua.

.. Las funciones continuas de B_L — B_L son todas las funciones que envian
1 a 1 y todas las funciones constantes.

Vayamos ain mas lejos y contemos el nimero de funciones monétonas
(continuas). Sabemos que |[A — B| = |B|!4l, 1o cual significa que [BL
Bl|=3%=27.

Obviamente hay dos funciones en Cy : k # L. En f: f(L) = L tenemos
32 = 9 funciones. En resumen, hay 9 + 2 = 11 funciones continuas y
27 — 11 = 16 funciones no continuas.



(b)) N> N

Los argumentos dados en el caso anterior todavia aplican.

Sea fy(L) := mg # L. Probaremos que f; monoténica si y solo si fj
constante.

Que constante = monoténica es trivial, asi que veamos el otro caso. Asuma
que fy es monotdnica y que existe un kg € N tal que fy(ko) # fo(L).
Como L < kg y fop monoténica, tenemos fy(L) < f(kg). Si f(kg) = L,
entonces tenemos mo < L, lo cual es claramente absurdo porque my # L.
Si f(ko) := m; # L, entonces tenemos mg < m; con ambos siendo nimeros
naturales. Pero esto es absurdo, porque en N, ningtin par de naturales es
comparable. La contradiccion viene de asumir que fy(ko) # fo(L). Luego
Jfo(k) = f(L) paratodo k,y fy es constante.

Ahora probaremos que si (L) = L entonces f es monoténica. Si f(L) = L,
al tomar cualquier par a, b que satisfaga a < b, tenemos necesariamente
a = L. Porlo tanto f(a) < f(b) siy solosi f(L) < f(b) siy solo si
L < f(b) lo cual es verdadero.

Por lo tanto, vale lo mismo que antes:

B, »BL={f:f(1)=1}
U{Cr:k# 1}
U{f : f notconstant, f(L) # f(L)}

y los primeros dos conjuntos son las funciones mondtonas. Como no hay
cadenas interesantes, €stas son a su vez las funciones continuas.



(¢) N® - N,

Sea f continua en N — N .

Proposition. Si /(L) = L entonces f = C,, donde Cy = An.k con dominio
N,

Proof. Como f es continua, a < b implica f(a) < f(b) para todo a,b €
N®. En particular, para todo n € N*, n < oco. Por lo tanto, f(n) < L.

. Foralln e N*, f(n) = L.

Proposition. Si f(L) # L, entonces f = Cy para algin k € N .

Proof. Considere la siguiente cadena interesante

1<2<...

cuyo supremo es co. Como f es continua,

f(H<f2)<...

es una cadena con supremo f(oo0). Pero claramente f(ng), f(n1) ocurren
en la cadena. Si asumimos, sin pérdida de generalidad, que f(no) aparece
antes que f(n), tenemos f(ng) < f(n;). Pero f(ng), f(n1) € N, y por lo
tanto o bien f(ng) = L o bien f(ng) = f(n1). Si f(ng) = L, como ng es un
natural arbitrario, esto vale paratodon € Ny f(n) = L. Luego f = C,. Si
f(no) = f(ny) # L, entonces f = Cy(n)-

.. f es constante.



(d) N® - N*

Si f es continua, entonces necesariamente f(1) < f(2) < .... Pero f(k) €
N para todo k € N*. Por lo tanto se dan uno de dos casos.

Si no existe ningin natural ng tal que f(ng) = oo, entonces el hecho de que

fH)<rf@2<...

sea una cadena solo implica dos cosas: (a) que f(c0) = oo, (b) que f(k) sea
mayor a f(k — 1). Por lo tanto, f es definida por todas las funciones que son
solucién de la siguiente ecuacion funcional:

(0] n=0o
Ffn=
fn=1)+k, n#oo
Si existe un ng € N tal que f(ng) = oo, entonces la cadena es de la forma

f()<fR)<...<f(ny) <...

Por lo tanto, se requiere que f(n) = co para todo n > ng y todas las funciones
continuas son solucién de la ecuacion

00 n=ooVnz2ny
Ffn=
{f(n—l)+k,, c.c.

En sintesis, las funciones continuas son todas las funciones crecientes que
mapean oo - oo.



(8) Caracterizar los puntos fijos y determinar si existe uno menor para:
(a) f : N Ntal que f(n) =n.

Todo valor n € N es un punto fijo porque f es identidad. Existe uno menor,
naturalmente: el cero.

(b) f:N* > N*talque f(n) =n+1.

oo + 1 no estd definido para ningtin natural n. Claramente ningin natural es
punto fijo.

(c) g : <intexp> +— <intexp> defined as g(e) = e.
Esta es la identidad en <intexp> + <intexp>, por lo cual todo valor es un

punto fijo. Sin embargo, <intexp> no es un conjunto ordenado y por ende
no tiene sentido hablar de un punto fijo minimo.

(d) f : N* > N defined as

n+l n<38
f(n)={n

otherwise

Sin > 9 (excepto por o), entonces n es punto fijo. Sin < 8, no lo es.
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(9) Determine si las siguientes funciones en (N +— N, ) — (N — N )
son continuas y calcule la i-ésima aplicacién de ellas sobre el argumento
Inon, parai =0,1,2.

(a) F definida como

F(f) = {f es total

1NN, €. C.

Solucion. Sean ¢, € N — N tales que ¢ < . Es fécil ver que si ¢ es total
entonces ¥ es total, de lo cual sale facilmente por casos que F(¢) < F(¥).

Para probar que F no es continua, daremos una cadena interesante cuyo
supremo no es preservado por F. Sea

n i<n
‘Pi(”):{J_

C.C.

y considere la cadena
INnoN, <@ S <3 < ...

Proposiciéon. Toda cota superior de {¢;},; s una funcién total.

Prueba. Paratodon € N puede darse un i € N tal que ¢; (n) estd definido. Si
g es cota superior, como ¢; < g, tenemos que si ¢; (n) estd definido también
lo estd g(n). Es decir, para todo n € N, g(n) estd definido. .. g es total.

Proposicion. F (| iqw ¢i) = Lliew i # Lo, -

Prueba. Como toda cota superior es total, en particular el supremo es total,
de lo cual la primera identidad se sigue por def. de F'. Que el supremo no es
bottom se sigue de que bottom es menor estricto a cada ;.

Proposicion. | |;cn F ¢ = Lnoy, -

Prueba. Como cada ¢; es no-total, F(¢;) = Ly, . Por lo tanto, la cadena
F(¢1), F(¢2), ... es simplemente la cadena Lyn, < lyon, < ... que
tiene supremo Ly, .

wF

| ] sol-) | |Fen

ieN ieN
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(¢) F definida como

0 n=0
F(f(n)=
f(n-2) cc
Solucién. Es claro que toda f en el dominio de F debe estar definida al menos
en todos los pares, pues F' f n se define en los valores 0,2,4,.... Més aun, es

claro que la imagen de F' es una Unica funcidn: la constante O definida tinicamente
en todos los pares.

Sean ¢,y € D(F) tales que ¢ < . Como ¢,y estan definidas en los pares,
es claro que F(¢) < F(y) < 0<0.

Sea ¢ < ¢y < ...unacadena interesante de funciones en el dominio de F'. Es
claro que F'(¢;) es la constante cero definida en los pares, con lo cual F preserva
el supremo y etc.

12



(10) Calcular la menor f € Z +— Z, que satisface

1 n=0
f(n):{n-f(n—l) n#0

notando que n corre sobre todo Z.

Solucion. Sea F € (Z+> Z,) + (Z + 7Z,) definida como

Fg)=n 1 n=0
& =" n-gln—1) n#0

Considere la cadena

F (Lzoz,)) F* (Lzoz,)) - - -

algunos de cuyos valores son:

g1 :=F' (Lzoz,)) =n+— !
n- J_(Z,_)ZJ_)(H — 1)
1 =0
=nmrH
n-lz n#0
1 n=0
=nk—
1z, n#0
1 n=0
= F? =nt
82 (81) {n-gl(n—l) n+0
1 n=0
=nrqn-1 n—-1=0
n-lz, n—-1#0
1 n=0
=nm14n n=
1z, n>1

13



1 =0
g3 =F>(g)=nm !

n-goin—-1) n#0

1 n=20

n-1 n—1=0
=71

n-(n-1) n-1=1

1z, n—-1>1

1 n=0

n n=1
=nkr—

nn-1) n=2

17z, n>?2

Proponemos que la forma general de F¥ es

1 n<l
Fr((Z—Z)=n—{nn-1)...2-1 2<n<k
1z, k<n

Yahemos dado caso base, asi asumamos que la férmula vale para un k arbitrario
y veamos el caso k + 1. Tenemos que

FHN (2 2.) = F(F(2Z - 2.)

{1 n=0
=nmrH
F*((Z—Z)(n-1) n#0

n
1 n=>0
n-1 n—-1<1
=nmrH—
n~((n—1)((n—l)—1)...-2-1 2<n-1<k
n-lz, k<n-1
1 n<l
2 n=2
=nmr—
nn—-1)n-2)...-2-1 3<n<k+1
1z, k+1<n

Los dos primeros casos se contienen, porque si n = 2 aplicando la tercer
clausual resulta 2 - 1 = 2. Es decir, tenemos

14



1 n<l
F'Z—Z)=n—{nn-1)n=-2)...-2-1 2<n<k+l
1z k+1<n

1L
que es lo que queriamos probar. Es conclusion,

n! 0<n<k

1z, k<n

FW(ZHZL»:W{
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2 Practico 4: Lenguaje imperativo simple

(1) Demostrar o refutar.
(¢) (if b then c else c¢1); co = if b then cg; ¢, else ¢1; ¢
(d) c2; (if b then c0 else c1) = if b then ¢2; c0 else ¢;; ¢y

(c)Seap =ifbthencpelsec;y

[co;ea]lo [[B]lo

f =[[if b then cp; c; else ¢1;¢2] = 0 —
[ci;ex]o c.c.

Deseamos probar que [ p; c2]| = f. Por def.

[p;callo =[c2]lu ([p]o)
_[leal eole) [81 e
[c2]le ([er]lo) c.c.
:{[[cz;co]]a [b]o

[casei]o c.c.

S pseal = f.

(d) [[c2;if b then ¢ else c1 ] = [[if b then ¢ else ¢ ]|, ([c2]lo)
B {[[if b then cg else ¢ ] ([e2]lo) [[e2]lo # L

1 c.c.
[co]l ([exllo) lex]lo# L Afb]o
[ei] ([exllo) ea]lo # L A[b]o

1 [c2]lo =1L

A

[c2scollo [e2]lo # L A[D]o
= [[Cz;Cl]]O' [[Cz]]O’ #1LA —I[[b]]O'
1 [c2]lo =L
_ {[[cz;co]]cr o]0

[c2sei]lc —[p]o

= [if b then c;; ¢ else c;; c; |0

16



(5) (a) Dar la semantica de while x < 2 do if x < O then x := 0 else x := x+1.

Por simplicidad, hagamos p :=if x < O then x := 0 else x := x + 1 y observe-
mos que

[p]o = [ | x:0] ocx<0
plo= [c|x:0x+1] ocx=0

Definamos F : (X +— X)) — (£ +— X,) como

Flo= o ox>2
7= fulplo ox<2

(D

Aplicando (1), obtenemos

o ox =2
Ffo=¢f(o|lx:ox+1]) oxe{0,1}
f (o] x:0]) ox<0

Es trivial observar que

{0’ ox>2
Flo=

1L ox<?2
Abhora bien,
o ox>2
FPio={(FL) (c|x:ocx+1]) ocxe{0,1}
(FL)([oc|x:0]) ocx<0

17



En el caso o x € {0, 1}, tenemos

(FJ-)([O'Ix:0'x+1]):{F([O-|X:2]) o'lez{[0'|X12] ox=1

F(lo|x:1]) ox=0 1 ocx=0

En el caso o x < 0, claramente F([o | x < 0]) = L. Con lo cual

o ox>2
FPlo={[c|x:2] ox=1
1 ox<l1

De manera andloga se demuestra que

o ox =2
FPilo={[c|x:2] ocxe{0,1}
L ox<l1

Entonces

o ocx>2
Frlo=3(FP L ([c|x:0cx+1]) oxe{0,1}
(F3 1) ([o |x:0]) ocx<0

o ox>2
B [c]|x:2] ox<2

Es obvio entonces que a partir de k > 4, FK*'1 = FK1  con lo cual

F! 1,F, 1,...esunacadena no interesante con supremo F 4.
; o ox =2 ] .
|_|F 1 =20. = [if o x > 2 then skip else o x := 2]
e [c]|x:2] ox<2

18



(5) (b) Dar la seméntica de

while x < 2 do if y = 0 then x := x + 1 else skip

Deberia ser claro que si y # 0 el ciclo no termina, pues se ejecuta skip
indefinidamente.

Sea p el comando if ejecutado dentro del while. Si definimos F : (X +—
X)) (2 X)) como

Ffo-= o ox>2
B fullpllo) ox<2

entonces, desarrollando la semdntica de p, tenemos

o ocx =2
Ffo=qfu(loc|x:0x+1]) ocx<2A0y=0
fuo ocx<2ANocy#0

Ahora daremos el menor punto fijo de F, que serd la seméntica del comando.
Claramente,

{0’ ox>2
F1lo=

1L c.c
Continuando,
o ox>2
FPlo={(FLy([o|x:0x+1]) ox<2Acy=0
(F L)yo ocx<2ANocy#0
o ox>2

[c|lx:0ox+1] ocx=1Ay=0
1 ocx<1lAy=0
L cx<2ANocy#0

ox>2

ocx<lAny=0

o
[c]|x:2] ox=1Ay=0
1
1

ox<2ANoy+0

19



Solo para ser explicitos, veamos que

o ox>2

F3J_0':<(FL)i([0'|x:0'x+1]) cx<2Aocy=0
(F 1)20 ocx<2ANocy#0
o ox>2

[c]x:2] ocxe{0,1} Ay=0
L ocx<0Ay=0
L ox<2ANoy+0

Planteamos como hipétesis inductiva que

o ox>2
FKio={[oc|x:2] 3-k<ox<lAy=0
1 c.c.

Entonces
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o ocx>2
Fl'io=d(FO k(o |x:0ox+1]) ox<2A0y=0

(F ko cx<2Aocy#0
o ocx>2
Jlolx:ox+1] ocx<2A0cx+122Ay=0
B [ x:2] Cx<2A3-k<ox+1<1Ay=0
1 c.c.
o ocx>2

[c]x:2] ox<2A0cx>21Ay=0
[c]x:2] ox<2A3-(k+1)<0ocx<0Ay=0
1 c.c.

o ox =2
[c]x:2] ox=1Ay=0
[c]x:2] 3—-(k+1)<ocx<0Ay=0

1 c.c.
o ox =2

=3[oc|x:2] 3-(k+1)<ocx<1Ay=0
1 c.c.

quod erat demonstrandum. Se sigue entonces que

o ox =2
|_|FiJ_:/10'. [c]x:2] ox<1Ay=0
ieN 1 ocy#0
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(6) Asuma que [[while b do c]Jo- # L. Demuestre (a) que existe n > 0 tal que
F" L o # L. Demuestre (b) que si o’ = [[while b do c] o, entonces =[[b]o”’.

(a) Sabemos que

[while bdoc] = | |F' 1
ieEN
para

s 17 =[]
il {fﬂ[[c]]a c.c.

Asuma que no existe n > 0 tal que F" L o # L. Se sigue que la cadena
{F' 1}, es simplemente la cadena L C L C L C .... El supremo de esta
cadena es L. Por lo tanto,

[while bdoc] =| |F 1=1
ieN
lo cual contradice la hipétesis. La contradiccion viene de asumir que no existe
n>0talque F" Lo # L.
- Existen > Otalque F" Lo # L. [
(b) Dado que la semantica de while » do ¢ es un punto fijo de F, si usamos
¢ := [[while b do c]|, entonces

po=Foepo

Si o es tal que —[[b] o, entonces se sigue inmediatamente de la definicién de
F que en el estado ¢o no se cumple b. Veamos el caso en que se cumple [b]o.
Por la definicién de F,

o=@y (pu...(pu[c]o)) :golfl[[c]]O' ()

donde la hipétesis de que el ciclo nunca es L nos permite garantizar que existe
tal k € N. Ahora bien, por la definicién de F, k es definido estrictamente por el
hecho de que

S[el (el [c]o)

Por la ecuacion (2), resulta entonces

S[o] (po) =

22



(7) Demostrar o refutar:
(a) while false do ¢ = skip
(b) while b do ¢ = while b do (c;¢)
(¢) (while b do c);if b then ¢ else ¢; = (while b do ¢); c;

(a) Es trivial.

(b) Falso. Basta dar un contragjemplo. Sea o un estado con o x = 0y
considere

wi := while x < 0do x :=x+1, wy :=while x < 0do (x :=x+1); (x :=x+1)

Claramente, [wi]Joc x = 1y [wz2]Jo x = 2. Sin embargo, dados comandos
C1,C2,

c1=c; = Yo eX:|[c]o=][c]o

W1 E wa.

(¢) Es verdadero. En el ejercicio anterior, demostramos que si un ciclo termina,
entonces la guarda no puede cumplirse en el estado resultante del ciclo. Es decir
que si

[whilebdocllo=0"# L

entonces [b]o’ = False. Por lo tanto, asumiendo que [[while b do c]o
terminay noes L,

[ (while b do c);if b then ¢ else ¢, |Jo
= [[if b then ¢ else ¢ || ([ while b do c] o)
= [c1] ([while b do c]o)
= [(while b do ¢); c; ] ]

Ahora bien, si el ciclo no termina (es decir, si devuelve L), es trivial demostrar
que la equivalencia también se cumple.
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(8) Considerar las siguientes definiciones como syntactic sugar del comando
forv:=eptoe; doc

(a) v:i=ep;whilev <ejdoc;v:i=v+1

(b) newvar v := ¢pin whilev < e;doc;v :=v+1

(c) newvar w := ¢ in newvar v := ¢g in whilev < wdoc;v :=v+1
(Es alguna satisfactoria? Justificar.

Recordemos que, al menos de acuerdo con Reynolds,

forv:=epytoe; doc

:=newvar w := ¢; in newvar v := ¢p in while v < wdo (c;v :=v+1)

que es la expresion (c). Para no ser tramposos, igual justificaremos por qué
dicha definicién es satisfactoria, llegado el momento.

(a) La definicién es satisfactoria en el sentido de que, si se la llama en un
estado o, ejecutard el comando ¢ en los sucesivos estados

[o | v:[eo]o]

[o|v:[eo]o+1]

[o [ v:[ei]o]

Sin embargo, debemos notar que no se restaura el valor de v, i.e. v no es local
al ciclo.

(b) Esta definicién es funcional y restaura el valor de v. Sin embargo, es
ineficiente, porque en cada llamada del while debe volver a computarse el valor de
e1 bajo el estado dado. Es concebible que e sea una expresion compleja, e.g. una
productoria de k£ > 10.000 variables, o cualquier locura que se nos ocurra. Por lo
tanto, lo ideal seria computar la cota superior e una sola vez y alocar dicho valor
en otra variable.

(c) Ladefinicion (c¢) resuelve el problema de la (b), porque aloca en la variable
local w el valor de la cota superior, que por lo tanto se computa una unica vez.
Una vez dicho valor es asignado a w, procede igual que en la def. (b): asigna a
una variable local v el valor de ¢ e itera adecuadamente.
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(9) Enunciar el teorema de coincidencia y demostra el caso while.

Teorema de coincidencia.

(a) Sean o, 0’ estados tales que o w = o’ w para toda w € FV(c).
Entonces o bien [c]jo = [¢]o’ = L o bien [[c]Jc w = [[c]]c” w para toda
w e FV(c).

(b) Si[c]jo # L, entonces [[c]Jc w = o w paratodaw ¢ FA(c).

(a) Sean o, 0 tales que oy w = o w paratodo w € FV(c), donde

c := while b do d

Por def. de FV, tenemos que oy w = o, w paratodaw € FV(b) U FV(d).
Asumamos como hipdétesis inductiva que el teorema vale para b y d, y definamos

y1 = [d] oy, Yirr = [[d]yi
Br=[d]or,  Bir1:=[d]B:
Esdecir, {y;} y {B;} son los estados correspondientes a las sucesivas iteraciones
del while. Observemos que por Hl resulta que y; = [d] o1, 81 = [[d] 0 coinciden

en las variables libres de d. Es facil ver por induccién que entonces vy;, 5; coinciden
en las variables libres de d para toda i.

Hagamos una subdemostracién de (x) [b]y: = [ ] B:-

(%) Una ejecucién de d solo afecta la semdntica de b a través de modifica-
ciones de las variables en FV(b) N FV(d) C FV(d). Pues yx w = Br w
paratodaw € FV(d), esto vale en particular paratodaw € FV(d) NFV(b).

. Siw e FV(b) N FV(d), entonces y; w = B w.

Siw € FV(b) — FV(d), entonces ninguna ejecucion de d afecta el valor de
w.

.. Siw e FV(b) — FV(d), entonces yr w = o1 w,Bx W = 03 W, y por
hipétesis o w = o w.
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Vw e FV(b),k e N: yrw =B w.

Como la semdntica de b depende tinicamente de el valor de sus variables
libres, se sigue que [ b ]]yx = [[p] Bk para todo k € N.

Asuma que [[c]Jo; = L. Entonces, para toda i se cumple que [b]y; = True
(de otro modo el while terminaria). Por (%) se sigue que [»]3; = True. Como
esto vale para toda 7, las sucesivas iteraciones de {/3;} nunca hacen la guarda falsa.
Por lo tanto, el while nunca termina partiendo desde 0. .. [[¢]Jor = L

Asuma que [[c¢]o; # L. Un razonamiento idéntico al anterior nos da que
[c]lon # L, y no sélo eso sino que se da la misma cantidad k de iteraciones
en ambos casos. Es decir que los estados finales de ambos casos son Y, Sk,
respectivamente. Ya observamos antes que yy, By coinciden en las variables libres
de d y de b, lo cual concluye la prueba.

Demostracion alternativa. Sean o, 0, definidos como antes y valga la misma
hipétesis inductiva. Vamos por casos.

(Caso [[while b do c]jo; # L). Sea n := [while b do c]|. Por el ejercicio (6),
sabemos que

« Existe k > 0 tal que F* L oy # L,
o —[6] (7 o)
Sabemos que 7 = | ;e F' L # L. Sea
ko :=mkin{FkJ_ FF Lo 1)

Entonces m 07 = |[c]]k°_l 1. Probemos que m o0y w = 7 0 w para toda
w e FV(b)UFV(c).
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(10) Usando el Teorema de coincidencia para comandos, probar que para todo
par de comandos cy, c1, si

FV(co) NFA(cy) =FV(c1) N FA(co) =0

entonces [[co; c1]] = [c1; co]

Veamos el caso [[co; ¢1]| # L, pues el caso en que el comando da L es t rivial.
Asuma que FV(co) N FA(cy1) = FV(c1) N FA(co) = 0. Es decir, a ninguna
variable libre de ¢ se le asigna un valor en ¢, y a ninguna variable libre de c; se

le asigna un valor en cy. Entonces, por inciso (/) del teorema de coincidencia,

VYwe FV(cy): [co] ow=0w

Luego, por inciso (a) del teorema de coincidencia,

Yw € FV(c1) : [ei] ([eo] o) w=[c1] ow

o VYwe FV(ey) i coser] ow=[ci]ow.

De acuerdo con el mismo razonamiento, aplicando inciso (b) y luego inciso
(a) del teorema de coincidencia pero ahora para el caso w € FV(c(), obtenemos:

o Yw e FV(co) : [crseo] ow=[co]jow.

Ahora consideremos w ¢ FV(c). Es claro entonces que w ¢ FA(cy) y por lo
tanto [[c¢; ]y w para todo y. Por lo tanto,

[ei] ([eollo) w=[cofo w
o VYw g FV(cy) : [coser]o = [[co]o w.
De acuerdo con el mismo razonamiento,
o VYw g FV(co) : [er;collo = [ei]o w.

Reunamos entonces todo lo que hemos concluido:
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Yw e FV(cy) : [[coser] ow =[ci]ow.
Yw ¢ FV(cy) : [[cosci]o = [[co]o w.
Yw € FV(co) : [[e15coll ow =[co]lo w.
Yw & FV(co) : [[c15collo =[c1]o w.

Seawqy € FV(c1) U FV(cg). De las proposiciones arriba se sigue

[collowo wo ¢ FV(cy)
[cilowo woe FV(cy)

[cosci] o wo = {

[ci]lowo wo ¢ FV(co)
[[C()]]O‘ wo Wqp € FV(C())

[ci;col o wo= {

Pero como para wy € FV(cy) U FV(co) tenemos que wg ¢ FV(c|)
wo € FV(cp), y lo inverso también, entonces la segunda ecuacién es:

[cillowo wo e FV(cy)

=[[co;ct]lo
[collowo wo & FV(cy) Leozerorwo

[ciscol o wo= {
Como esto vale para toda variable wy € FV(c1) U FV(cq) y para todo o,

[coser] =cisco]
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(12) Considere

o ox<0oYy
Jio =
L c.c.

Decida si existe un programa P tal que P = | |y fi-

Para todo k € N, tenemos f; = fx+1 y por lo tanto la cadena fi, f2,... es no
interesante.

'|_|f~—/10' o ox<o0Yy
; l L ce.

ieN
Existen infinitos programas cuya semdntica equivale a la funcién dada arriba,
e.g.

if x < y then skip else while true do skip
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